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  ĐAI HỌC QUỐC GIA TP.HCM ĐỀ THI TUYỂN SINH LỚP 10 NĂM 2016-2017 

TRƯỜNG PHỔ THÔNG NĂNG KHIẾU MÔN THI: TOÁN (Chuyên) 

 Thời gian: 150 phút 

 

Bài 1: (2,5 điểm)  

a)Giải hệ phương trình: 
  

  

2

2

2 2 3

2 2 3

x y x my m m

y x y mx m m

     


    

 Khi m = -3 và tìm m để hệ có ít nhất một nghiệm 

 0 0
x ;y thỏa 

0 0
0 0x ;y   

b)Tìm 1a  để phương trình  2 1 2 1 0ax a x a     có hai nghiệm phân biệt 
1 2

x ,x thỏa 2 2

2 1
1   x ax a a  

Bài 2: (2 điểm) Cho x, y là hai số nguyên dương mà 2 2 10x y  chia hết cho xy 

a) Chứng minh: x, y là hai số lẻ và nguyên tố cùng nhau. 

b) Chứng minh: 
2 2 10 


x y

k

xy

chia hết cho 4 và 12k  

Bài 3: (1,5 điểm) Biết 0x y z, x y z     và 2 2 2 6x y z    

a)Tính       
2 2

S x y x y y z y z        

b)Tìm giá trị lớn nhất của    P x y y z z x     

Bài 4: (3 điểm) Tam giác ABC nhọn có 045BAC . Dựng các hình vuông ABMN, ACPQ (M và C khác 

phía đối với AB, B và Q khác phía đối với AC) AQ cắt đoạn BM tại E và NA cắt đoạn CP tại F. 

a)Chứng minh: ABE ACF ∽ và tứ giác EFQN là tứ giác nội tiếp. 

b)Chứng minh: trung điểm I của EF là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 

c)MN cắt PQ tại D, các đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC tại B và C cắt nhau tại J. Chứng minh: các 

điểm D; A; K; J thẳng hàng. 

Bài 5: (1 điểm) Với mỗi số nguyên dương m lớn hơn 1, kí hiệu s(m) là ước nguyên dương lớn nhất của m và 

khác m. Cho số tự nhiên n > 1, đặt 
0

n n và lần lượt tính các số 

     1 0 0 2 1 1 1i i i
n n s n ,n n s n ,...,n n s n ,...,


      Chứng minh tồn tại số nguyên dương k để 1

k
n  và tính k 

khi 16 172 14n .  

 

 HEÁT 
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 ÑAI HOÏC QUOÁC GIA TP.HCM ÑEÀ THI TUYEÅN SINH LÔÙP 10 NAÊM 2016-2017 

TRÖÔØNG PHOÅ THOÂNG NAÊNG KHIEÁU MOÂN THI: TOAÙN (Chuyeân) 

 Thôøi gian: 150 phuùt 

 

HÖÔÙNG DAÃN GIAÛI 

 

Bài 1: (2,5 điểm)  

a)Giải hệ phương trình: 
  

  

2

2

2 2 3

2 2 3

x y x my m m

y x y mx m m

     


    

 Khi m = -3 và tìm m để hệ có ít nhất một nghiệm 

 0 0
x ;y thỏa 

0 0
0 0x ;y   

Với m = -3 thì hệ phương trình đã cho trở thành: 

  

  

     

  

     

  

     

  

         
 

       

          
  

       


  

     
    

      

2 2 2 2 2 2

x 2y x 3y 12 x 2y x 3y y 2x y 3x

y 2x y 3x 12 y 2x y 3x 12

x 3xy 2xy 6y y 3xy 2xy 6x 5x 5y 0

y 2x y 3x 12 y 2x y 3x 12

y x

x y 0
y 2x y 3xx y x y 0

x y 0

y 2x y 3x 12
y 2x y 3x 12

 

  
 






  
   

   I

12

y x

   II

y 2x y 3x 12

 

Giải hệ (I) 
     

  

         

     
             




2

x 6

y x y x y 6y x

y 2x y 3x 12 x 2x x 3x 12 x 6 x 6

y 6

 

Giải hệ (II) 
     

  


                             
 

2

x 1

y x y x y 1y x

y 2x y 3x 12 x 2x x 3x 12 x 1 x 1

y 1

 

Vậy khi m = -3, thì hệ phương trình có 4 nghiệm: 

  


 

x 6

y 6

; 
 




x 6

y 6

; 
  




x 1

y 1

; 
 


 

x 1

y 1

 

 

Do  0 0
x ;y là nghiệm của hệ phương trình nên ta có: 
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2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2

0 0 0 0 0 0 0 0

2 22 2 2 2

0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2

0 0 0 0

2 2 3 2 2

2 2 3 2 2 3

2 1 02 2 2 2

2 2 3

           
 

           

         
 

    

x y x my m m x y x my y x y mx

y x y mx m m y x y mx m m

m x y                      x mx y x y my y mx y x y mx

y x y mx m m   
 

2

0 0 0 0
2 2 3





    

     

I

y x y mx m m  

 

Xét 
1

2
 m , hệ phương trình (I) trở thành: 

    

 

2 2

0 0

2 22
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

2 2

0 0 0 0

0 0
1 7

2 0
1 1 1 2 42 2 3
2 2 2

5 7 5 2 1
0

2 4 2 2

  


           
            

      


     

x y  luoân ñuùng                           

y x y x y y

y x y x  

y x y x , coù nghieäm ( ;2), thoûa ñeà baøi neân nhaän m=

 

Xét 
1

2
 m , hệ phương trình (I) trở thành: 

 
  

  

  

   

     

2 2

0 0 0 0 0 0

22

0 0 0 00 0 0 0

0 0 0 0 0 0

22

0 0 0 00 0 0 0

0 0

2 2 32 2 3

0 0 0

2 2 32 2 3

      
 

         

     
 

        

x y                           x y x y                           

y x y mx m m  y x y mx m m  

x y do x ,y y x

x x x mx m m  y x y mx m m  

      
 0 0 0 0

2 2 2

0 0
1 2 3 1 1 3





   
  

           

y x y x

III

m x m m  m x m m  

 

Nếu m = -1, thì hệ (III) trở thành 
 
0 0

2

0
0 0

 

 

y x

x  

, hệ này có vô số nghiệm thỏa đề bài nên nhận m = -1 

Nếu 1 m , thì hệ (III) trở thành 
 

0 0 0 0

2 2

0 0
3 3

    
 

     

y x y x

x m  x m 

, hệ này có nghiệm 
0 0

0 0 x ;y khi  

3 0 3   m m . 

Vậy m < 3 thì hệ phương trình đã cho có ít nhất một nghiệm  0 0
x ;y thỏa 

0 0
0 0 x ;y  

 

b)Tìm 1a  để phương trình  2 1 2 1 0ax a x a     có hai nghiệm phân biệt 
1 2

x ,x thỏa 2 2

2 1
1   x ax a a  

 2 1 2 1 0    ax a x a  

có      
2 2 2 21 2 4 1 1 4 4 4 4 8 8 1 8 1 1 0 1                 a a a a a a a a a a a  vôùi a  

Do đó phương trình luôn có hai nghiệm phân biệt với 1a . 

Vì 
2

x là nghiệm của phương trình  2 1 2 1 0    ax a x a nên ta có: 

   2 2

2 2 2 2
1 2 1 0 1 2 1          ax a x a ax a x a  

Theo định lí Vi-ét, ta có: 
1 2 1 2

2 1 2 1 
    

a a
x x x x

a a

 

Thay vào phương trình 2 2

2 1
1   x ax a a , ta được: 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 3 2

2 2

2 1
1 2 1 1 2

2

 
                 

 

    

a
x a x a a x ax a a a x ax a a

a

ax a x a a a
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Mà  2

2 2
1 2 1    ax a x a   nên  

   

         

    

 

2 3 2 2 3 2

2 2 2

2 3 2 2 2 2

2 2

2 2

2

2

2

1 2 1 2 2 1 3 1

2 1 2 2 1 2 1 1 2 1 1

2 1 1 2 1

1 1 2 1

              

                 

      

     

a x a a x a a a a a x a a a

a a x a a a a a a a x a a a a a

a a x a a a

x a vì a  neân a a  >0

 

Thế vào phương trình  2 1 2 1 0    ax a x a , ta được: 

        

     

 

 

 

2

2

1 1 2 1 1 0 1 1 1 2 1 0

0

1 3 0 1 3 0 1

3

              
 

 

         




a a a a a a a a a

a  loaïi

a a a a a a a   nhaän

a   nhaän

 

Vậy a =1 hay a = 3 

Bài 2: (2 điểm) Cho x, y là hai số nguyên dương mà 2 2 10x y  chia hết cho xy 

a)Chứng minh: x, y là hai số lẻ và nguyên tố cùng nhau. 

Giả sử trong hai số x, y có một số chẵn, vì vai trò x, y như nhau nên không mất tính tổng quát ta giả sử x 

chẵn. 

Ta có:
 

2 2 10  




x y xy
y chaün

x chaün

 

Khi  đó:  2 2 10 4 x y  mà  2 4 4x ;y do x, y chaün  nên 10 4  (vô lí). 

Vậy x, y là hai số lẻ. 

Đặt    / /

d x,y , x dx ,y dy . Ta có:
  2 2 2 2 210 10    / /

x y d x y chia hết cho 2
d xy . 

Suy ra 10 chia hết cho 2
d  1 d . Vậy x, y nguyên tố cùng nhau. 

b)Chứng minh: 
2 2 10 


x y

k

xy

chia hết cho 4 và 12k  

Đặt 2 1 2 1   x m ,y n  (với m,n N ). 

Do đó: 
   

  
 
  

2 2 2 24 32 1 2 1 10

2 1 2 1 2 1 2 1

      
 

   

m m n nm n

k

m n m n

 

Ta có: 4 và   2 1 2 1 m n  nguyên tố cùng nhau      2 2 3 2 1 2 1     m m n n m . n . Do đó: 4k  

Ta chứng minh 12k  bằng hai cách: 

Ta có : 2 2 10  x y kxy  

Nếu trong hai số x, y có một số chia hết cho 3, giả sử x chia hết cho 3. Ta có 2 10y chia hết cho 3, điều này 

vô lí vì 2
y chia 3 dư 0 hoặc dư 1. 

Vậy x, y không chia hết cho 3, suy ra 2 2 10 x y  chia hết cho 3 mà k, xy nguyên tố cùng nhau nên k chia 

hết cho 3. Do đó k chia hết cho 12. Vậy 12k . 

  

Bài 3: (1,5 điểm) Biết 0x y z, x y z     và 2 2 2 6x y z    

a)Tính       
2 2

S x y x y y z y z        

Ta có: 
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2 22 2 2 2 2 2

2

1
2

2

1
0 6 3

2

                 
  

          
  

x y z x y z xy yz zx xy yz zx x y z x y z

xy yz zx xy yz zx

 

Ta có:       
2 2

      S x y x y y z y z  

 

 

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2

6 3 9

          

      

    

S x xy y xy xz y yz y yz z

S x y z xy yz zx

S

 
 

b)Tìm giá trị lớn nhất của    P x y y z z x     

Ta có:    
2 2 2 2 21

0 3
3

         a b a ab b ab ab a ab b  

Áp dụng bất đẳng thức trên, ta có: 

         
2 21

3

         
  

x y y z x y x y y z y z  

    
1

9 3
3

    x y y z . 

Do đó: 3 P x z . 

mà       2 2 2 2 22 2 2 6 2 3       x z x z x y z .  

nên 6 3P .  

Vậy giá trị lớn nhất của P là 6 3 . 

Dấu ‘’=’’ xảy ra khi 2 2 2

0 3

6 0

3

0

  
      

     
     



x y z

x y z x

x y z y

x z z

y

 

Bài 4: (3 điểm) Tam giác ABC nhọn có 045BAC . Dựng các hình vuông ABMN, ACPQ (M và C khác 

phía đối với AB, B và Q khác phía đối với AC) AQ cắt đoạn BM tại E và NA cắt đoạn CP tại F. 
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K

J

D

X
I

T

F
E

Q

M

A

B
C

N

P

 

a)Chứng minh: ABE ACF ∽ và tứ giác EFQN là tứ giác nội tiếp. 

Ta có: 
0

0

EAB BAC 90
EAB FAC

FAC BAC 90

  
 

 

 . Mà  0

ABE ACF 90  .  

Nên  ABE ACF g g ... AE.AC AF.AB     ∽   

Mặt khác: AC AQ.AB AN   AE.AQ AN.AF   

...   Tứ giác QNEF nội tiếp. 

 

b)Chứng minh: trung điểm I của EF là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 

Cách 1: Gọi T là giao điểm của MB và CP.  

Ta có:  

AF // ET

AE // FT





   Tứ giác AETF là hình bình hành. 

  Trung điểm EF cũng là trung điểm AT.  

Mà tứ giác ABTC nội tiếp và AT là đường kính của đường tròn ngoại tiếp ABC . 

Nên trung điểm I của EF là tâm đường tròn ngoại tiếp ABC . 

Cách 2: Gọi X là trung điểm của AB. 

Hình thang AEBF có IX là đường trung bình   IX // BE IX AB   

 IX là đường trung trực của đoạn AB. (1) 

Chứng minh tương tự , ta được: I cũng thuộc đường trung trực của đoạn AC. (2) 

Từ (1) và (2) suy ra: I là tâm đường tròn ngoại tiếp ABC   
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c)MN cắt PQ tại D, các đường tròn ngoại tiếp tam giác DMQ và DNP cắt nhau tại K, tiếp tuyến tại B và C 

của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC cắt nhau tại J. Chứng minh: các điểm D; A; K; J thẳng hàng. 

Gọi K’ là giao điểm của DA và EF. 

Ta có: 

 

 

NFK' NQA Tö ù giaùc NQFE noäi tieáp

NDA AFK'

NQA NDA Tö ù giaùc AQDN noäi tieáp

 
 



   Tứ giác NDFK’ nội tiếp. 

Chứng minh tương tự, ta có: tứ giác DQK’E nội tiếp. 

Do đó K’ là giao điểm của đường tròn ngoại tiếp DQM, DPN K' K      

D, A, K thẳng hàng. (3) 

Ta có: 

 0 0

BKE EAB CAF CKF BKC 180 2.BKE 2 90 EAB 2BAC BIC           

  Tứ giác BKIC nội tiếp. 

Mà tứ giác IBPC nội tiếp. Nên PB = PC BKP CKP   KP là tia phân giác của BKC   

Mặt khác: 
0 0

BKA 180 AEB 180 AFC AKC       

Tia đối của tia KA cũng là phân giác của BKC     A, K, P thẳng hàng. (4) 

Từ (3) và (4) suy ra 4 điểm D, A, K, P thẳng hàng. 

 

Bài 5: (1 điểm) Với mỗi số nguyên dương m lớn hơn 1, kí hiệu s(m) là ước nguyên dương lớn nhất của m và 

khác m. Cho số tự nhiên n > 1, đặt 
0

n n và lần lượt tính các số 

     1 0 0 2 1 1 1i i i
n n s n ,n n s n ,...,n n s n ,...,


      Chứng minh tồn tại số nguyên dương k để 1

k
n  và tính k 

khi 16 172 14n .  

Ta có:   
i i

s n n , suy ra   0 
i i

n s n . Suy ra 
1

1



i
n . Do đó 1

i
n  với mọi i=1,2,… 

Mặt khác  1
  

i i i i
n n s n n với mọi i. Suy ra 

0 1 2
    n n n n .... ....  

Nếu không tồn tại 
k

n để 1
k

n  ta xây dựng được dãy vô hạn các số nguyên dương giảm và nhỏ hơn n (vô lí) 

vì các số nhỏ hơn n  là bằng n – 1. 

Vậy tồn tại k sao cho 1
k

n . 

Với 16 17 33 172 14 2 7 n . . , ta có 33 17 32 17 32 17

1
2 7 2 7 2 7  n . . . ; 31 17

2
2 7n .  

 

 

 HEÁT 
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